TP : INTERPOLATION POLYNOMIALE DE LAGRANGE

On commencera le notebook en important les bibliothéques numpy (pour les calculs) et matplotlib.pyplot

pour tracer les graphes.

On travaillera dans ce TP a fournir la meilleure approximation de la fonction f(z) = sinz pour x

entre -3 et 3.

On va dans un premier temps supposer que ’on dispose de n points de mesure équirépartis, donc que

l'on a :

T = np.linspace(-3,3,n)
S = np.sin(T)

On souhaite alors tracer la meilleure interpolation possible pour m points, donc pour X la liste de m

points équirépartis entre -3 et 3 on va associer la liste ' des interpolations.

1 Exercice 1- Interpolation constante

Question (1. 1)

Ecrire une fonction intervalle qui prend comme argument un flottant = et une liste déja triée
d’instants 1" et renvoie 'indice j tel que T < x < Tj11.

Question (1. 2)

Utiliser cette fonction afin d’écrire la liste F_const des interpolations correspondant aux valeurs
de l'interpolation constante de chaque valeur de la liste des X (donc F(z;) = S(T}) pour le T;
immédiatement inférieur a x;).

Question (1. 3)

Tracer sur un méme graphique la fonction sinus et son interpolation constante sur [—3; 3] pour n = 10
et m = 100.

2 Exercice 2- Interpolation affine

Question (2. 1)

Ecrire la liste F_afft des interpolations correspondant aux valeurs de 'interpolation affine de chaque
valeur de la liste des X. On pourra gagner du temps en écrivant un programme prenant comme
arguments (a, fa,b, fb, ) et qui renvoie la valeur en x de la fonction affine qui prend la valeur fa
(respectivement fb) en a (resp. b).

Question (2. 2)

Tracer sur un méme graphique la fonction sinus et ses interpolations constante et affine sur [—3; 3]
pour n = 10 et m = 100.

3 Exercice 3- Interpolation par splines cubiques

Comme on peut le voir sur les graphiques, les deux interpolations vus précédemment ne sont pas trés

réguliéres (il y a des "pics"). On va donc essayer de créer une interpolation qui soit plus réguliére.

On suppose donc qu’en plus des valeurs S mesurées aux instants 7', on a dispose d’un tableau D

donnant les dérivées aux mémes points.
Question (3. 1)

Quelle est la régularité des interpolations obtenues précédemment ?

Question (3. 2)

On va essayer de déterminer une fonction prenant comme (a, fa,da,b, fb,db, ) et qui renvoie la
valeur en z d’un polyndéme qui prend la valeur fa et de dérivée da (respectivement fb et db) en a
(resp. b). Quel est le degré minimal du polynoéme a considérer ?
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Question (3. 3)
Ecrire le programme coef_spline qui renvoie les coefficients du polynéme de degré minimal respec-
tant ces conditions. On pourra utiliser la fonction numpy.linalg.solve(A,Y) qui renvoie le vecteur
solution de I’équation matricielle AX =Y.

Question (3. 4)
Ecrire alors la liste Fiplines des interpolations correspondant aux valeurs de l'interpolation par
splines de chaque valeur de la liste des X.

Question (3. 5)
Tracer sur un méme graphique la fonction sinus et ses 3 interpolations sur [—3;3] pour n = 10 et
m = 100. Quelle est la régularité de l'interpolation par splines?

4 Exercice 4- Interpolation polynomiale de Lagrange

Dans le cas de l'interpolation polynomiale de Lagrange, on cherche le polynéme P de degré minimal
qui vérifie Vi, P(T;) = S;.
Question (4. 1)

Quel est le degré du polynéme recherché ?

Question (4. 2)
Ecrire la fonction L_i qui prend comme argument une liste 7', un indice ¢ et une variable ¢, et qui
renvoie la valeur en ¢ du i-éme polynéme de Lagrange issu de la liste 7" : il s’agit du polynoéme de
degré minimal qui vaut 1 sit =T; et 0 si t = T}j;.

Question (4. 3)
Utiliser les polynomes de Lagrange écrits précédemment afin d’écrire une fonction F_Lag qui prend
comme argument un nombre n de points de mesure et renvoie la liste des m valeurs du polynoéme
d’interpolation pour n points de mesure équirépartis pour la fonction sinus entre -3 et 3.

Question (4. 4)
Tracer alors l'interpolation polynomiale de Lagrange de cette fonction sinus entre -3 et 3 pour
n =4,5,6 et la comparer a la fonction sinus.

Question (4. 5)
Meémes questions en remplagant la fonction sinus par la fonction lorentzienne ¢t — # entre -3 et 3
avec n = 6, 10, 14 points de mesure. Commenter.

Question (4. 6)
Pour la lorentzienne, changer votre programme afin que les points de mesure ne soient plus équiré-
partis mais choisis aux abscisses de Tchebichev : sur 'intervalle [a, b], il s’agit des n points définis

comme T} = “TH’ + b_T“ cos (%—:177) ,k € [0,n — 1]. Commenter.

Question (4. 7)
Finalement, comparer I'intégration polynomiale de Lagrange et celle par splines cubiques pour la
fonction ¢ — sin(t?) prise entre 0 et 4 pour 12 points de mesure.
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