
TP : Méthode d’Euler

On commencera le notebook en important les bibliothèques numpy (pour les calculs) et matplotlib.pyplot
pour tracer les graphes.

1 Exercice 1- Mise en jambe
On va commencer ce TD par l’utilisation de la méthode d’Euler sur un exemple facile dont on connait

la solution exacte afin de pouvoir avoir un point de comparaison. On va donc s’intéresser à la population
d’atomes radioactifs de carbone 14 n(t) dans un échantillon. On sait que le carbone 14 a une demi-vie de
5 700 ans, ce qui signifie que cette population est divisée en deux tous les 5700 ans. On reconnait donc
un temps de demi-vie indépendant de la quantité de matière (comme une réaction d’ordre 1 en cinétique
chimique), ce qui vient du fait que la probabilité pour chaque atome de se désintégrer pendant une durée
infinitésimales dt est kdt, donc sur cette durée, la variation de population sera dn = −kndt, donc une
équation d’évolution ṅ+ kn = 0

Question (1. 1)
Déterminez la solution exacte (analytique) de cette équation différentielle pour une population initiale
n(0) = 105.

Question (1. 2)
En déduire la valeur de la constante k.

Question (1. 3)
Appliquer la méthode d’Euler afin de déterminer l’évolution de la population sur une durée de
30 000 ans, puis utiliser la bibliothèque matplotlib.pyplot afin de la visualiser, en comparaison
avec la solution exacte trouvée précédemment. Avec la bibliothèque numpy, la fonction exponentielle
s’appelle par numpy.exp.

Question (1. 4)
Analyser l’effet du choix du pas de temps ε sur la correction de la solution obtenue.

2 Exercice 2- Portée d’un projectile
On étudie la portée (c’est-à-dire la distance horizontale maximale) d’un volant de badminton. Les

deux paramètres de l’étude sont la vitesse initiale (de norme v) et l’angle θ par rapport à l’horizontale.
On modélise les frottements par des frottements fluides de type ~f = −αv~v.

En introduisant un repère cartésien x, y pour l’étude du mouvement plan, avec x l’axe horizontal et
y l’axe vertical, l’applictaion du PFD dans le référentiel terrestre donne alors les équations couplées :
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Comme on peut le voir, le seul paramètre physique du volant pertinent est le rapport α/m, que l’on
peut relier à la vitesse limite atteinte lors d’une chute libre vlim. Pour un volant de badminton vlim = 6, 7
m/s.
Question (2. 1)

Déterminer la relation entre vlim, α, g et m, puis simplifier l’écriture des équations du mouvement
en ne faisant apparaitre que vlim et g.

Question (2. 2)
Ecrire un programme prenant comme arguments la vitesse initiale et l’angle initial qui trace en sortie
la trajectoire du volant caractérisé par vlim dans un champ de pesanteur d’intensité g. On prendra
la hauteur initiale nulle.

Question (2. 3)
Tracer la trajectoire du volant pour v = 140 m/s (valeur maximale atteinte en compétition) pour
différentes valeurs de l’angle initial entre 10◦ et 45◦. Comparer l’angle optimal par rapport au cas
sans frottements.
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Question (2. 4)
Tracer la trajectoire du volant pour v allant de 30 à 150 m/s pour une valeur de l’angle initial
correspondant à l’angle optimal déterminé précédemment. Comparer l’évolution de la portée par
rapport au cas sans frottements.

3 Exercice 3- Stabilité de la méthode d’Euler explicite
La méthode d’Euler présentée en cours est appelée méthode d’Euler explicite dans le sens où à chaque

itération, les valeurs des fonctions sont connues, et qu’il "suffit" de faire un calcul. Toutefois cette méthode
a un inconvénient majeur : elle n’est pas stable. Ceci signifie qu’aux temps longs, des erreurs peuvent
s’accumuler, et que la solution approchée calculée par cette méthode s’éloigne sensiblement de la solution
physique.

Pour étudier cette stabilité, nous allons considérer l’évolution de la tension u(t) aux bornes d’un
condensateur d’un circuit RLC alimenté par une source de tension délivrant un signal triangle de période
T . On supposera qu’à t = 0, u et sa dérivée sont nulles (circuit ouvert depuis longtemps).

On définit donc pour la source un signal triangle de période p variant entre 0 et 1 de la façon suivante :

def triangle(t,p) :
x = t - np.floor(t/p)*p
if x < p/2 : return x*2/p
else : return 2 - x*2/p

L’équation d’évolution suivie par u est LC d2u
dt2 + RC du

dt + u = E que l’on met sous la forme d2u
dt2 =

E−u
LC − R

L
du
dt .

Question (3. 1)
Ecrire un programme utilisant la méthode d’Euler afin de déterminer l’évolution temporelle de u
pour une durée de 8p (on prendra 1000 points de mesure) avec les paramètres suivants (les unités
étant celles du système international) : p = 1, R = 0, 75, L = 0, 1, C = 0, 01.

Question (3. 2)
Visualiser la solution obtenue. Que remarque t’on qui semble peu physique ?

Question (3. 3)
Comparer votre solution avec une solution obtenue grâce à la fonction odeint de la bibliothèque
scipy.integrate selon le programme suivant :

import scipy.integrate as integr
def fRLC(X,t) :

u,v = X[0],X[1] #u et sa dérivée
return np.array([v,(triangle(t,1.) - R*C*v-u)/(L*C)]) #u’ et u’’

S_ex = integr.odeint(fRLC,[0.,0.],T)
u_ex = [i[0] for i in S_ex]
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