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On va dans ce chapitre étudier comment un système mécanique ou électrique évolue à proximité d’une position
d’équilibre stable, et en particulier comment s’effectue le retour à l’équilibre. Dans la première partie, nous allons
étudier le modèle le plus simple caractérisant un tel système : l’oscillateur harmonique, et nous verrons que ce modèle
peut s’appliquer à un système masse-ressort, ou bien à un circuit LC. Toutefois, ce système montre la présence
d’oscillations mais à cause de l’absence de phénomènes dissipant l’énergie, les oscillations dans un tel système sont
tout le temps de la même amplitude, et donc ne s’arrêtent jamais. Nous verrons donc dans la deuxième partie comment
ces termes dissipatifs d’énergie peuvent être pris en compte.

Première partie

Oscillateur harmonique
1 Mise en équation de l’oscillateur harmonique

1.1 Cas du circuit LC
1.1.1 Circuit et conditions initiales

On étudie un circuit composé d’un condensateur de capa-
cité C et d’une bobine d’inductance L en série branchés
sur une alimentation idéale E que l’on éteint à t = 0 (en
fait on bascule un interrupteur pour mettre le circuit LC
en court-circuit sans avoir la résistance interne du généra-
teur). Avant l’extinction de l’alimentation, on est en régime
permanent, donc le condensateur est équivalent à un inter-
rupteur ouvert et la bobine à un fil. On a donc à t < 0,
uL(t < 0) = 0, uc(t < 0) = E − ul = E, i(t < 0) = 0.

e(t)

i(t)

U (t)
C

U (t)
L

Par continuité de la tension aux bornes du condensateur uc(t = 0+) = uc(t = 0−) = E et par continuité du courant
qui traverse la bobine i(t = 0+) = i(t = 0−) = 0. Nous allons voir lors de la résolution que nous avons besoin de ces
deux conditions initiales.

1.1.2 Mise en équation
Aux instants t > 0, nous avons les relations :

Loi des mailles : uc + ul = 0

condensateur : i = C
duc
dt

bobine : uL = L
di

dt

On obtient donc l’équation différentielle :

uc + LC
d2uc
dt2

= 0

Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre à coefficients constants sans second membre. La forme cano-
nique de cette équation est :

d2uc
dt2

+ ω2
0uc = 0.

On peut donc mettre cette équation sous la forme canonique en posant ω0 = 1√
LC

. Il s’agit de l’équation cano-
nique d’un oscillateur harmonique, ω0 est la pulsation propre de l’oscillateur (en s−1).

Avant d’effectuer la résolution, nous allons voir comment obtenir une équation différentielle d’oscillateur har-
monique en mécanique, pour montrer la généralité des phénomènes observés.
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1.2 Système masse ressort
On considère un système composé d’une massem reliée à un
ressort de constante de raideur k et astreinte à se déplacer
horizontalement et sans frottements.

1.2.1 Rappels de mécanique
Le mouvement d’un système mécanique est lié aux forces qu’il subit par le prinicipe fondamental de la dy-

namique (PFD), selon lequel m~a = Σ~F . On verra au cours du deuxième semestre la signification précise de chaque
terme et quelles hypothèses ont été faites pour arriver à ce résultat.

Ici, ~a est l’accélération de la masse, et Σ~F est la somme des forces qui s’exercent sur la masse.
L’accélération est la dérivée de la vitesse par rapport au temps, donc ~a = d~v

dt = d2 ~OM
dt2 en appelant O l’origine du

repère et M la position de la masse.
On va se contenter ici d’étudier le mouvement le long de l’axe horizontal que nous appellerons axe Ox, et nous

allons suivre le mouvement de la masse caractérisé par sa position x. Alors ax = d2x
dt2 .

Pour les forces, nous ne devons considérer que les forces qui s’exercent le long de l’axe Ox, ce qui exclut le poids
et la réaction exercée par le rail (il n’y a pas de frottements). Il ne reste donc que la force exercée par le ressort et
nous avons vu dans le premier TP de l’année qu’elle peut se mettre sous la forme F = k(l − l0) où k est la constante
de raideur du ressort, l sa longueur, et l0 sa longueur à vide (quand il n’est ni étiré ni comprimé).

1.2.2 Mise en équation
Il faut maintenant spécifier où prendre l’origine de l’axe Ox. On va prendre comme origine la position d’équilibre,

donc quand ax = 0, c’est à dire quand l = l0. Pour l’orientation, il va falloir faire attention aux signes : quand le
ressort est comprimé (donc quand l < l0 donc quand x = l − l0 < 0), le ressort "pousse" la masse vers la position
d’équilibre, donc vers les x croissant. A l’inverse, quand x > 0, le ressort est étiré et la masse est rappelée vers les x
décroissant. La force exercée par le ressort est donc F = −kx.

L’équation du PFD devient donc :

m
d2x

dt2
= −kx,

que l’on peut mettre sous la forme canonique en posant ω0 =
√

k
m .

Pour les conditions initiales, elles dépendront de la situation considérée, mais on peut imaginer avoir décalé la
masse de sa position d’équilibre et la lâcher sans vitesse initiale x(t = 0+) = x0, v(t = 0+) = 0.

2 Résolution
L’équation que l’on doit résoudre est un équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants et

sans second membre d2y
dt2 + ω2

0y = 0.
Les solutions de cette équation sont à connaitre par cœur et sont de la forme :

y(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t)

Il y a maintenant deux constantes à déterminer, ce qui est généralement le cas pour les équations du second ordre.
C’est pour cette raison qu’il nous faut spécifier deux conditions initiales.

Il est aussi possible d’exprimer y(t) = A′ cos(ω0t+ φ) ou y(t) = A′ sin(ω0t+ φ′).
Ces deux expressions permettent de voir que la solution est un signal sinusoïdal de pulsation ω0 et de donner

directement l’amplitude A′ du signal et sa phase initiale φ. Les deux constantes à déterminer sont dans ce cas là A′ et
φ (ou φ′ = φ+ π/2).

On a les relations A = A′ cosφ et B = −A′ sinφ obtenues avec la relation de trigonométrie usuelle cos a + b =
cos a cos b− sin a sin b.
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2.1 Cas du circuit LC
On a donc uc(t) = A cos(ω0t) + B sin(ω0t) avec les conditions initiales uc(t = 0+) = E et i(t = 0+) = 0. La

première condition initiale fixe la valeur de A = E. La deuxième condition initiale porte sur i et non sur uc. Pour
passer de l’un à l’autre, et avoir une condition initiale qui porte sur la fonction que l’on étudie uc, on utilise la relation
qui lie les deux pour un condensateur i = C duc

dt .
On en déduit la deuxième condition initiale duc

dt (t = 0+) = 0. De manière générale, pour une équation différentielle
du deuxième ordre, il nous faut la valeur de la fonction recherchée et de sa dérivée à un instant donné.

Cette deuxième condition fixe B = 0, on obtient donc :

uc(t > 0) = E cos(ω0t).

ainsi que le courant :
i(t > 0) = C

duc
dt

= −CEω0 sin(ω0t)

2.2 Cas du système masse-ressort
On doit avoir x(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t) avec les conditions initiales x(t = 0+) = x0 et v(t = 0+) = 0.
On a donc A = x0 et dx

dt (t = 0+) = 0 qui est la deuxième condition initiale pour x. On déduit B = 0 et :

x(t) = x0 cos(ω0t),

et :
v(t) = −ω0x0 sin(ω0t).

2.3 Analogie
On voit après résolution que les deux systèmes présentent la même évolution temporelle. On aurait pu s’épargner

la résolution du deuxième système si on avait établi une analogie entre les deux problèmes en identifiant :
Masse-ressort Circuit LC

m L
k 1

C
v i
x q
kx uc

On va voir plus loin que l’on peut traiter intégralement le problème mécanique avec cette analogie, en étudiant à
l’oscilloscope le circuit électrique : on peut alors observer la solution, même si on n’a pas d’ordinateur pour résoudre
le problème (par exemple : oscillateur de Van der Pol, équation différentielle non linéaire).

2.4 Etude énergétique
2.4.1 Cas du circuit LC

A tout instant t on peut déterminer l’énergie stcokée dans le condensateur EC = 1
2Cuc(t)

2 et celle emmagasinée
dans la bobine EL = 1

2Li(t)
2.

On trouve donc les valeurs respectives :

Ec(t) = CE2

2 cos2(ω0t)

EL(t) = LC2ω2
0E

2

2 sin2(ω0t) = CE2

2 sin2(ω0t)

On observe donc que l’énergie stockée dans le condensateur à l’état initial est transformée en énergie stockée dans
la bobine, puis à nouveau stockée dans le condensateur et ce indéfiniment.

On observe de plus la conservation de l’énergie puisqu’il n’y a pas d’énergie dissipée par effet Joule : Ec(t)+EL(t) =
CE2

2 = cte.
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2.4.2 Cas du système masse-ressort
On peut réutiliser l’analogie entre les deux systèmes que l’on a vu.
L’équivalent de EL(t) = 1

2Li
2(t) devient alors 1

2mv(t)2. On reconnait l’énergie cinétique de la masse.
L’équivalent de EC(t) est lui 1

2kx
2. Il s’agit en réalité de l’énergie stockée dans le ressort lorsqu’on le comprime

ou l’étire : on parle d’énergie élastique. Cette énergie potentielle stockée dans le ressort peut alors être convertie en
énergie cinétique.

Ce que l’on observe alors est la conservation de l’énergie mécanique : en l’absence de phénomènes dissipatifs,
la somme de l’énergie cinétique et des énergies potentielles est une constante.

En particulier ici :

Ecin = 1
2mv(t)2 = mω2

0x
2
0

2 sin2(ω0t) = kx2
0

2 sin2(ω0t)

Epot = 1
2kx(t)2 = kx2

0
2 cos2(ω0t)

On a donc bien Ecin + Epot = kx2
0

2 = cte.

3 Adaptation des résultats à d’autres situations
On peut adapter les résultats directement à deux autres situations dans le cas du système masse-ressort.

3.1 Changement des conditions initiales
Si au lieu de lâcher la masse sans vitesse initiale, on peut imaginer lui transmettre une impulsion de vitesse v0

lorsqu’elle est à l’équilibre x = 0.
Les conditions initiales sont donc x(t = 0+) = 0 et dx

dt (t = 0+) = v0.
La résolution donne une fois de plus x(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t). La première condition initiale donne A = 0, la

seconde donne ω0B = v0.
On peut donc écrire :

x(t) = v0

ω0
sin(ω0t),

et :
v(t) = v0 cos(ω0t).

3.2 Système masse-ressort vertical
Si on considère le même système masse-ressort, mais qu’on le place le long de la verticale, on s’attend à ce que la

pesanteur joue un rôle.
Toutefois, par analyse dimensionnelle, il n’est possible de créer qu’une seule pulsation avec m, k et g :

[mαkβgγ ] = kgα(N.m−1)β(m.s−2)γ = kgα+β .mγ .s−2γ−2β = s−1

fixe les conditions α = −1/2, β = 1/2 et γ = 0, donc ω0 =
√

k
m .

On va donc avoir la même équation différentielle, le changement étant dans le second membre : en régime permanent,
le ressort va être allongé à cause de la masse qui lui est accrochée. La nouvelle position d’équilibre est donc zeq telle
que la force exercée par le ressort compense le poids : kzeq = mg.

On peut donc déduire l’équation différentielle :

d2z

dt2
+ ω2

0z = ω2
0
mg

k

On va donc observer des oscillations à la même pulsation ω0 =
√

k
m que le ressort soit horizontal ou vertical, autour

d’une position d’équilibre qui au lieu d’être à la longueur à vide pour le cas horizontal passe à la longueur l = l0 + mg
k

dans le cas vertical.
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On vient donc de voir que la modélisation d’un amortisseur de voiture par un système masse-ressort n’est
pas satisfaisante : on observerait indéfiniment des oscillations autour de la position d’équilibre, à cause de la
conversion de l’énergie cinétique en énergie potentielle et inversement. Il est donc nécessaire d’introduire un
élément dissipatif dans notre étude : c’est le modèle de l’oscillateur harmonique amorti.

Deuxième partie

Oscillateur amorti
1 Approche expérimentale

1.1 Système mécanique
1.1.1 Expérience

Si on modifie le flux d’air servant à diminuer les frottements de la masse sur le banc on observe plusieurs types de
régimes :

• si les frottements sont faibles : on observe plusieurs oscillations de la masse, avec tout de même une amplitude
qui décroit avec le temps. On parle de régime pseudo-périodique ;

• si on augmente les frottements, le nombre d’oscillations diminue ;

• si les frottements sont plus élevés : la masse s’arrête dès qu’elle passe pour la première fois à la position d’équilibre.
On parle de régime apériodique.

1.1.2 Simulation
Sur la simulation disponible ici, on peut faire les différents paramètres du problème afin de voir le comportement

de chacun d’eux. Il s’agit de l’oscillateur vu précédemment (masse+ressort) auquel on ajoute la prise en compte des
frottements fluides. Ces frottements sont modélisés par une force proportionnelle à la vitesse ~F = −h~v, où h s’exprime
en kg.s−1 et dépend de la forme de l’objet, de son état de surface et du fluide exerçant les frottements.

Si on prend une valeur de l’écartement initial donnée, et une valeur de la constante de raideur k, alors lorsque l’on
augmente la valeur de h, on voit bien le système passer du régime pseudo-périodique au régime apériodique (le régime
à la limite entre les deux est le régime critique).

Dans les trois cas, on aboutit au même régime permanent : contrairement à l’oscillateur harmonique, il y a ici
comme pour les systèmes du premier ordre un régime transitoire qui amène à un régime permanent.

1.1.3 Influence des paramètres
On peut voir sur la simulation que m et k changent la valeur de la période des oscillations en régime pseudo-

périodique (la pseudo-période).
m a aussi une influence sur la durée du régime transitoire (même si l’influence est moins visible hors du régime

pseudo-périodique).
h influe aussi sur la durée du transitoire : plus il est grand plus il est important. La transition entre régime pseudo-

périodique et apériodique ne s’effectue pas à h fixé puisque pour une valeur de h, en variant la masse on peut voir les
deux phénomènes (on peut montrer de même que la limite dépend aussi de k).
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1.2 Electricité : circuit RLC

On étudie un circuit composé d’un condensateur de capa-
cité C et d’une bobine d’inductance L et d’une résistance
R en série branchés sur une alimentation E que l’on éteint
à t = 0. Avant l’extinction de l’alimentation, on est en ré-
gime permanent, donc le condensateur est équivalent à un
interrupteur ouvert et la bobine à un fil. On a donc à t < 0,
uL(t < 0) = 0, i(t < 0) = 0 donc uR(t < 0) = Ri(t < 0) = 0
et uc(t < 0) = E − uL − uR = E.

e(t)

i(t)

U (t)
C

U (t)
L

U (t)
R

On peut alors faire varier les paramètres pour observer les différents régimes. On peut reprendre l’analogie précé-
dente et l’enrichir : la résistance est l’analogue du coefficient h pour les frottements fluides.

On vient donc de voir que l’on pouvait dégager plusieurs régimes. On va maintenant essayer de prédire quel sera
le régime d’un système, quel paramètre pourra le faire passer d’un régime à l’autre et on va essayer d’estimer la
durée du régime transitoire.

2 Etude quantitative

2.1 Système mécanique
2.1.1 Mise en équation

On applique à nouveau le PFD que l’on projette sur l’axe x en incluant en plus les forces de frottements modélisée
par ~Ffr = −h~v. On obtient alors en posant x l’allongement l − l0 :

m
d2x

dt2
= −kx− hdx

dt
,

que l’on met sous la forme :
d2x

dt2
+ h

m

dx

dt
+ k

m
x = 0

On voit bien qu’en l’absence de frottements h = 0, o retrouve l’oscillateur harmonique. Le terme devant la dérivée
première représente l’amortissement.

2.1.2 Forme canonique
On met cette équation différentielle sous la forme canonique :

d2x

dt2
+ ω0

Q

dx

dt
+ ω2

0x = 0,

en posant :

• ω0 =
√

k
m comme dans le cas de l’oscillateur harmonique la pulsation propre ;

• Q = ω0m
h =

√
km
h le facteur de qualité, sans dimension. Plus le facteur de qualité est grand, moins il y a

d’amortissement (h→ 0).

La forme canonique utilisée en SI est 1
ω2

0

d2x
dt2 + 2m

ω0
dx
dt + x = 0, qui est équivalente en posant m = 1

2Q le facteur
d’amortissement.
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2.2 Circuit RLC
2.2.1 Mise en équation

On étudie un circuit composé d’un condensateur de capacité
C, d’une résistance R et d’une bobine d’inductance L en sé-
rie branchés sur une alimentation idéale E que l’on éteint
à t = 0. Avant l’extinction de l’alimentation, on est en ré-
gime permanent, donc le condensateur est équivalent à un
interrupteur ouvert et la bobine à un fil. On a donc à t < 0,
uL(t < 0) = 0, i(t < 0) = 0, uR(t < 0) = Ri(t < 0) = 0 et
uc(t < 0) = E − uL − uR = E,

e(t)

i(t)

U (t)
C

U (t)
L

U (t)
R

Par continuité de la tension aux bornes du condensateur uc(t = 0+) = uc(t = 0−) = E et par continuité du courant
qui traverse la bobine i(t = 0+) = i(t = 0−) = 0. Nous allons voir lors de la résolution que nous avons besoin de ces
deux conditions initiales.

Aux instants t > 0, nous avons les relations :

Loi des mailles : uc + uL + uR = 0

condensateur : i = C
duc
dt

bobine : uL = L
di

dt
Loi d’Ohm : uR = Ri

On obtient donc l’équation différentielle :

uc + LC
d2uc
dt2

+RC
duc
dt

= 0

2.2.2 Forme canonique
On met cette équation différentielle sous la forme canonique :

d2uc
dt2

+ ω0

Q

duc
dt

+ ω2
0uc = 0,

en posant :

• ω0 = 1√
LC

comme dans le cas de l’oscillateur harmonique la pulsation propre ;

• Q = ω0L
R =

√
L/C

R le facteur de qualité, sans dimension. Plus le facteur de qualité est grand, moins il y a
d’amortissement (R→ 0).

2.3 Solutions
Nous observons donc une fois de plus que la résolution d’un des deux problèmes donne la solution de l’autre : c’est

tout l’intérêt de l’analogie entre différents modèles.
Cherchons une solution générale de l’équation différentielle sans second membre :

d2y

dt2
+ ω0

Q

dy

dt
+ ω2

0y = 0.

sous la forme y(t) = Aert.
Alors en effectuant les dérivations on trouve que les valeurs de A et surtout r doivent vérifier :(

r2 + ω0

Q
r + ω2

0

)
Aert = 0

ce qui revient à trouver les racines du polynômes du second degré. On obtient alors plusieurs cas selon les racines
de ce polynôme :
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• le polynôme a deux racines réelles, elles sont alors forcément négatives et on peut les noter −r1 et −r2 (avec r1
et r2 positifs) et la solution s’écrira y(t) = Ae−r1t +Be−r2t. On n’observe alors pas d’oscillations, on est dans le
cas du régime apériodique.

• le polynôme n’a pas de racines réelles mais donc deux racines complexes conjuguées de partie réelle négative. On
peut les noter −λ± iω et les solutions se mettent sous la forme :

y(t) =
(
Aeiωt +Be−iωt

)
e−λt = A′ cos(ωt+ φ)e−λt

On est donc bien dans le cas du régime pseudo-périodique, avec une pseudo-pulsation ω et une décroissance
exponentielle de l’enveloppe en e−λt.

• enfin le cas d’une racine réelle double négative −ω0 a pour solution y(t) = (A + Bt)e−ω0t. Il s’agit du régime
critique qui sépare les deux autres régimes.

La résolution et les solutions ne sont pas à connaitre, mais on obtient les résultats suivants (il faut connaitre la
nature du régime en fonction de la valeur du facteur de qualité).

• Si Q > 1/2, alors on est dans le régime pseudo-périodique (peu d’amortissement). La solution s’écrit alors :

y(t) = e−λt (A cos(ωt) +B sin(ωt)) ,

avec les valeurs λ = ω0
2Q et ω = ω0

√
1− 1

4Q2 . On observe donc bien des pseudo-oscillations à la pseudo-pulsation
ω à l’intérieur d’une enveloppe exponentiellement décroissante.
Lorsque Q� 1 (en pratique Q > 2 suffit !), ω ' ω0 : les pseudo-oscillations se font à la même pulsation (et donc
même fréquence) que l’oscillateur non amorti.

• Si Q < 1/2, alors on est dans le régime apériodique. La solution est alors :

y(t) = e−λt
(
Aeω

′t +Be−ω
′t
)
,

avec les valeurs λ = ω0
2Q et ω′ = ω0

√
1

4Q2 − 1. On observe alors une solution décroissante (ω′ − λ < 0), et les
conditions initiales sont fixées par y(0) et dy

dt (t = 0).

• Si Q = 1/2, il s’agit du régime critique. La solution est alors :

y(t) = (A+Bt)e−ω0t.

Là encore, l’allure de la solution est décroissante, et les CI fixent les valeurs de A et B.

3 Etude de cas concrets

3.1 Masse-ressort vertical dans la glycérine
On considère une masse m = 100 g plongée dans de la glycérine et suspendue verticalement à un ressort de

constante de raideur k = 3, 47 N/m. Dans la glycérine, le coefficient de frottement est h = 2, 50 kg/s.
En appliquant le PFD et le projetant sur l’axe vertical on obtient alors l’équation (on prend pour origine la position

z = 0 où la longueur du ressort est sa longueur à vide) :

m
d2z

dt2
= −(m−m′)g − kz − hdz

dt

en notant m′ la masse du volume de glycérine déplacé par la masse.
On écarte alors la masse de sa position d’équilibre z = z0 et on la lâche sans vitesse initiale dz

dt 0 = 0.
On peut alors mettre l’équation différentielle sous la forme canonique :

d2z

dt2
+ ω0

Q

dz

dt
+ ω2

0z =
(
m′

m
− 1
)
g,

en posant ω0 =
√

k
m et Q = ω0m

h =
√
km
h .

On obtient donc comme valeur du facteur de qualité Q = 0, 2. Le régime est alors un régime apériodique, et
connaissant les conditions initiales et le régime permanent on peut tracer l’allure approximative de l’allure de z(t) et
du portrait de phase.
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La solution s’obtient grâce aux conditions initiales et l’on obtient :

z(t) = e−
ω0
2Q t

(
Ae

ω0t
√

1
4Q2−1 +Be

−ω0t
√

1
4Q2−1

)
+ zeq

= (z0 − zeq)e−
ω0
2Q t

1 + 1√
1−4Q2

2 e
ω0t
√

1
4Q2−1 +

1− 1√
1−4Q2

2 e
−ω0t

√
1

4Q2−1

+ zeq

= (z0 − zeq)e−
ω0
2Q t

[
ch
(
ω0t

√
1

4Q2 − 1
)

+ 1√
1− 4Q2

sh
(
ω0t

√
1

4Q2 − 1
)]

+ zeq.

3.2 Charge d’un circuit RLC
On considère un circuit série constitué d’une résistance R = 10 Ω, d’un condensateur de capacité C = 1, 00 µF et

d’une bobine d’inductance L = 10 mH. A l’instant, t = 0 on branche ce circuit préalablement déchargé sur une source
idéale de tension E = 10, 0 V.

On obtient alors les équations suivantes :

Loi des mailles : uc + uL + uR = E

condensateur : i = C
duc
dt

bobine : uL = L
di

dt
Loi d’Ohm : uR = Ri

On obtient donc l’équation différentielle :

uc + LC
d2uc
dt2

+RC
duc
dt

= E

que l’on met sous la forme canonique :

d2uc
dt2

+ ω0

Q

duc
dt

+ ω2
0uc = ω2

0E,

en posant ω0 = 1√
LC

et Q = ω0L
R =

√
L/C

R .
Dans ce cas, on a alors un facteur de qualité qui vaut Q = 10, l’évolution se fera donc dans le régime pseudo-

périodique. Les conditions initiales sont uc = 0 (continuité de la tension aux bornes du condensateur) et duc

dt = 0
(continuité du courant à travers la bobine) et le régime permanent est uc,p = E.

On peut donc tracer l’allure approximative de uc(t).
La solution s’obtient grâce aux conditions initiales et au régime permanent et on obtient :

uc(t) = e−
ω0
2Q t

(
A cos(ω0t

√
1− 1

4Q2 ) +B sin(ω0t

√
1− 1

4Q2 )
)

+ E ' E
[
1− e−

ω0
2Q t cos(ω0t

√
1− 1

4Q2 )
]
.

4 Durée du régime transitoire
On observe dans les trois régimes une décroissance exponentielle, on peut donc estimer la durée du régime transi-

toire.

4.1 Régime pseudo-périodique
La solution est du type y(t) = e−λt (A cos(ωt) +B sin(ωt)) avec λ = ω0

2Q .
On peut donc estimer que le régime transitoire est terminé au bout de T = 5τ = 10Q

ω0
.

4.2 Régime apériodique
La solution est du type y(t) = e−λt

(
Aeω

′t +Be−ω
′t
)

= Ae(ω′−λ)t +Be−(ω′+λ)t avec λ = ω0
2Q et ω′ = ω0

√
1

4Q2 − 1.
On peut donc estimer que le régime transitoire est terminé au bout de T = 5τ = 5 1

λ−ω′ . Pour les faibles valeurs
du facteur de qualité, on peut effectuer un développement limité de ω′ ' ω0

2Q (1− 2Q2) et on trouve T = 5
ω0Q

.
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4.3 Régime critique
La solution est du type y(t) = (A + Bt)e−ω0t, donc le régime transitoire peut être considéré comme terminé au

bout d’un temps T = 5
ω0

.

Le régime critique est celui dont le régime transitoire est le plus court.

5 Bilan énergétique

5.1 Modèle mécanique
Si on suppose de faibles frottements (donc Q� 1), donc en régime pseudo-périodique, la position de la masse est

donnée par l’équation :

x(t) ' x0e
− ω0

2Q t cos(ω0t)

On a donc :
v(t) = dx

dt
= x0e

− ω0
2Q t

[
− ω0

2Q cos(ω0t)− ω0 sin(ω0t)
]
' −x0ω0e

− ω0
2Q t sin(ω0t).

On peut alors calculer l’énergie élastique stockée dans le ressort, l’énergie cinétique, l’énergie mécanique et sa
dérivée :

Epot(t) = 1
2kx

2 = 1
2kx

2
0e
−ω0t

Q cos2 ω0t

Ecint) = 1
2mv

2 ' 1
2mω

2
0x

2
0e
−ω0t

Q sin2 ω0t

Em(t) = 1
2kx

2
0e
−ω0t

Q

dEm
dt

= −1
2 kx2

0
ω0

Q
e−

ω0t
Q = −1

2 hω2
0x

2
0e
−ω0t

Q

On peut alors comparer cette dérivée à la puissance dissipée par le travail des forces de frottements :

P = ~F .~v = −hv2 = −hω2
0x

2
0e
−ω0t

Q sin2 ω0t

et on trouve bien la même chose lorsque l’on fait la moyenne.

5.2 Modèle électrique
On peut faire exactement la même analyse pour la réponse libre un circuit RLC avec un grand facteur de qualité, ou

bien alors réutiliser l’analogie déjà vue. On trouve alors pour les énergies stockées dans la bobine et le condensateur :

EC(t) = 1
2Cu

2
c = 1

2CE
2e−

ω0t
Q cos2 ω0t

ELt) = 1
2Li

2 ' 1
2Lω

2
0E

2e−
ω0t

Q sin2 ω0t

Etot(t) = 1
2CE

2e−
ω0t

Q

dEtot
dt

= −1
2 CE2ω0

Q
e−

ω0t
Q = −1

2 RE2C

L
e−

ω0t
Q

et on peut comparer cette dérivée à la puissance dissipée par effet Joule dans la résistance :

P = Ri2 = RC2ω2
0E

2e−
ω0t

Q sin2 ω0t = RE2C

L
e−

ω0t
Q sin2 ω0t,

et on retrouve comme attendu des valeurs égales en moyenne.
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5.3 Analogie

On peut donc compléter l’analogie effectuée précédemment :

Masse-ressort Circuit RLC
m L
k 1

C
v i
x q
kx uc
h R
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